
1 Modelo LinealBase

consideren ee modelo de regretion usual

1 ECUi o nohay correlation entrecadaYin XiiPat in variable dentro del vector Xi
s el terminodeerror Ui

En forme matricial

y β U
Noten que E Uilxi o es

donde y X un supvesto MUCHOmasfuerte
porque significa E sexilui o

Esdecir Ui nose correlation conn nx hi _nxk ninguna funcion de Xi

1 1 Identification

Suponemos

il Exini 0

ii Exixi tiene rango completo Esdear rank Exiti k

Entonces partimos de Ii

EXi Ui 0
EXi SiXi'β 0

ii man
entonces

β Exiti'S Exigi 2

Adema's podemos estimer reemplezando esperanzas por promedios muestrates

A esto se le llama sample analogue Tenemos

B Exixi.fi
xisireemilezoβ xixi.fi xiui 3

1



1.2 Insesgadez de OLS

Partimos de 3

β β xixi.fi xiui

Tomando esperanza condicionada

ELPIX β 1 xixi.fi ELUIN

Tho n Ecuin 0

Si soloasomimos Eluixi o

NI es insessado
Importantemente OLS es segado en muestras knitas

excertowando ponens on supresto de mean independence E Ui Xi 0 ES decir

wando ELYilxi xip que significequeestamos especificando correctemente el modelo

2 Teoria Asintotica

Teorema 1 Continuous Mapping Sea h n ERd tal que XnJX
Adema's

see 91 IRd IR que es continuo en un set Ci to que P xe.ci 2
Entonces

9 Xn J g X wando noo Eiemplo 9 97 atb tinthen f XtXz

Teorema 2 Slutsky suponemos que hay Xn ta que Xn X y

que get nuevamente esune funcion continua en un set tal que
P EG L Entonces

h xn h x

Teorema3 LeyDébilGrandes NimerosWLIN iid sea Xn una secuencia

de iid rectores aleatorios tal que EllXill 200 Entonces

1 Xi p Exi

Teorema 4 Limitecentral CLT iid Sea Xn una secuencia

de iid rectores aleatorios tal que ElXill 200 y Var Xi Σ
donde Σ es no singular Entonces

Xi Exi NCOΣ

varexit Elki exile exit
i'hiii's ou si enxilious



3 Propiedades delEstimadorβ

3.1 Consistencia

Def Decimal que B es consistente si β β
Para mostrar esta propiedad damos los signientes suprestos

i Data Yi Xi es iid
ii E XiUi O

Iiii Exiti tiene rangocompleto K

Si si liii se complen entonces

pin β 01
subindle n

paraserexplicitos are
cambiacon n

proof

Pn β E xixi EXiui

Por el Teorema3 IWLINI tenemos xixi Exiti y I Xini Exiki 0

Adema's girl 2 t es continua siempre que 2.70 Entonces por el Teorema 2 Slutsky

xixi Exix

Entonces escribimos

β β E xixi E Xiui

win Pt Exixi topill Eff optis

suffy β Exiti opill of opin

β 011 topill open

iii on

β opii a



3.2 Normalided Asintotica

Para mostrar ello primero daremos explicitamente los supvestos

il Data Yi Xi es iid
iil Exilli o
ciiil Exiti tienerango complete K
livt EX 200 para jet k
IVI En 200

Vil Var Uixi es positivedefinide

Lema Si Iii live tut se complen entonces

Var Uixi 011

proof

Var Xilli E luixi EUixi.ly Uixi Euixi

Eftp.xiuixipit
Eq up xix

EYE EIUM Elix X

Frobenius Eluil E trlxixi.xix.tl
norm

grief Eluil E t.lk iLxy1

Eluil E x X

Petite iii xx Eluil Ellxin

Eluil EL xp

Eluil E k pay is

Eluil k pgEECXi4

Porky 011 011

011



Ahora a se complen il evil entonces

in Pi p into
teef.fiyEixii

Noten que esto implica Bn β Op n112

1 estoes el ruidoestadistico

proof

Empecemos notando to signiente dado por liil

xiui.tn lxiui Iifi
Ademas por el Lema anterior y por lil Ivil comple con lot requisitos del CLT
Entonces

In Xiui N O var Xiuil

Es devir I Xilli Opin

Ahora procedemos a escribir

In Bn β Fixixi I E xiui

YET Exixi opill In Xiui

Exixi In villi opill In Xiki

Exixi I xini open TI

EXiXi ya II villi opill

If open



El CLT requiere que var E i i sea finita definide positiva

En primer lugar es finita porque

Var Zi E XiXi var villi E XiXi

0111 011 011
0111

dado por Exiti derango completo

Adema Exixi 011 porque Ellxixi'll EHXill 011 Pov totanto su

inversa EXiXi no puede ser singular Esto junto con vi asesuran

que Var i cumple can ser positive definida

Entonies

In pin β If open

in ie

I i
i

i

3.3 Estimeciondevarianz

AsintoticePenotamosmin.in
xixi in E it vixi it Yi xi.ph

Proponemos estimer V usando

in min in min

Para prober set consistencia observemos to signiente

Rn u xixi

I Yi xipnexi.pt xixi

Ui x pi p Xixi



ui xixi t x pin p xixi E x pip ui xixi

R t opill It RT
Si mostramot que Rin y Ren son opill entonces mestro estimedor In es contistente

Empezamos por Rin

IRin1 Xi pinβ Xixi'll

1 lixill llpi.pl
2l1XitT

Apr1311 II kill
III EFF open

Slutsky 9111 E kill open

partial opell 0111 top11

op111

Ranll E11Xi piβ ui Xixi'll
11pm β1 1 luilllxill.mil

opin Eluillixillikill opel

995ha 0pct Eluit kill Elixill open

995ha op111 Eluil Ellxill El Xill open

T.nu opill 0111 011 octl top is

op117

Con esto hemot mostrado

An R t opill



Finalmente

in Mn in min

lexiki tophil Rtoplis lexiki top11

lex ya Exiti r Exiti t open
Siendo0111

V 9111

4 Modelo Lineal Particionado

Consideremos el modelo

Yi Be
2 Xia'βgy

Ui donde Kai var deinteres escalar y
Xzi varsde control vector

Adema's tenemos que las variables son todas exogenas

E ix EY Tax a donde k stka

Noten que mientras E XiXi sea de rango completo K no multicolinearided perfecta

la identification de β β Pa no ha cambiado

4 1 Proyecciones

Sea Xnxk una matriz de rango completo K podemos definis

la projection

quehase esta matriz es crear una prediction de une variable Ynx
a trave's de OLS

Y PxY X



Yn
observacioni YeXii Xi

ii residodoobservacion
x

y

Tenemos que Px projecta vectores de tamano nxt a un subespacio

S X y e k y Xb b e1k

Ademas mostraremo que es une projection orthogonal

Considere la diferencia

Y Px4 In Px Y

T
Noten que

MxY Y Y 4 xp 0 generaresidualdeOLS

Por ello decimal que es una projection ortogonal

Y PxY MxY Y 0

donde

Y I Y xixoxtx.IE 0

ES decir OLS descompone Y en dos vectores ortogonales entre si

Proposition 191 Px s Mx son Siméticos Px Px Mx Mx

b PxX X ya pertenece aese subespacio

Ict MxX 0 consecuenciade lo anterior
d Px y Mx son ortogonales MxPx o y PxMx 0
e Px y Mx son idempotentes PxPx Px y MxMx Mx

f rank Px k y rank Mxl n k



Proposition Lasomede residues al Cuadrado SSR no prede decrees a

medide que aumentamos regresores

Proof g
regresores extra

Consideren X Xs X2 Tenemos

Px X 1 x
P1 X xox t If

Mx In Px

My In Pa

Ademas ya que Xi es parte de X se cumple que PxXs Xs
Por to tanto

PxP Px X Xixit x

Tixixit X
Ps

MxMr In Px In Pi
In Pr Px PxPr
In Pi Px To
In Px
Mx

Definiemos ahora

y escribimos

Ex ix Ix Ex 110 0 112 0

UxEx Ex ix 20kEx
UxEx Ex ix 2Th May
UxEx Ex ix 2 YTY
UxEx Ex ix 2 UxUx
ix ix ix ix

Por lo tanto

ii



4.2 Regression Particionada cont

Sea X X X2 tenemos

xx ii i
Kxk

Adema's Bn satisface la condition de primer orden

x Bn XY

in li ii
Kxn

Xi'x pin Xix pin X.ly a

Xix pin Xix pin Xey 2

Si Xz'Xz es invertible podemos despejarde 2

pin Xa.kz Xary 1Xarxz5

xarxipin3Reemplazando3en2nuevamente suponiendo Xr'x es invertible

Xo'X pin Xixz xa.kz X'y axe a'x pin x.ly

Xi Xi Xi Xz Xuxa x2 x pin xp'y Xi x2 x2x2 Xz Y

Xi In Xa xuxa Xz to pin Xo In XaXuxa Xa Y

Xi MaXi pin Xi MaY

pin XiMaXi Xi May

Ademas noten que pin XTXT XTY donde Xi Max e Y May

Es devir equivale a hacer une regression deto sobre X2 y de Ysobre X2 para
luego hacer une regression entre ambos residuos Este resultado be conose como

ee Teorema de Frisch Waugh Lovell

Podemos pensor en Xi Xii Xi't doude 8 1 2xz XzXi



4.2.1 Consistencia

Definimos EiaB E AiBi doude Ai Bi son vectores aleatorios
Tenemos

pin XiMaXi Xi May

β XiMaXi Xi Mau

donde
Xi Male Xo In X2X2X2 X2 U in

n Xium XE x 2 X'u in

If xiuiin E.li i l Enki t ÉInui
when Eff ExineExaxi Eff t op1

opci

XrMyXr If Xi Pg

E g iE
t.mn

Solose cancela Li Xi X2 to cal
no tendria sentido Como no es
singular see inversa es OCI

Entonces

pin β XiMaXi Xi Mau

β Exix me Exit Exay opill op11

β 010 topsis opill

β t op11



One pasa si el vector de controles Xzi fuera endogeno A esto le
Mamano Bad controls

Supongamo que ahora ki es endogeno E Xzilli 0

Bin XiMaXi Xi May

β XiMaXi Xi Mau

donde
Xi Male Xo In X2X2X2 X2 U in

n Xium XE x 2 Xiu in

If xiuin EXiifi l Enki t ÉInui
When Eff ExtraExaxi Eye t op1

Ahora to lendogeno
opci

XrMyXr Is Xi Pg

T.eeigEiErtom
Solose cancela Li Xi X2 to cal
no tendria sentido Como no es
singular see inversa es OCI

Entonces

pin Pr Exix LineExit Exey open l xx Exaxi Exao optis

β Exix ExnxExaxE̅xam ExixExaxiExam op111

βi

a menos que xpx Exrixai 0 que significa que tri y Xzi no estan
correlacionados



4.2.2 NormalidadAsintotica

pin β XiMaXi Xi Mpu

on pin pi XiMaXi XifzU
Exn ExixExaxiExam topin Xiu Xixacxixatixzru.inn n it

Exim EximExitExamliner Exim EximExitExam ExixExit ini
open

TXat.ae
Éini

Noten que nada nos impide seguir usando a CLT

Ean
irlo.IE ii iinE iiyrnÉxzilli

Kaxk

T.ae
siempre que la datasea iid y todos los blogues de esa varianza sean finitor OCI

Podemos mostrar que

in pin pi N O Q RQ

donde

QRQ Exim EximExitExamtime Eui tritriianp Exon ExonExitExam
ExineExciting uixix.it Q

kixkz

Exim EximExantExamtime Eui tri tri Exim EximExantExamtime t

Exim EximExantExam Exix.Exafntuixiki.n.liiy.in n
x
lixim ErinExantExam



En el caso homoscedestico EluilXii xzi 52 Por tanto

EUi XiiXii E E
E Elu Xi Xiikri

52 EX Xii

Eui YaiXi E E
E Elu Xi Xi Xi

52 EXuxa

Por to tanto Q.RO se reduce a

QRQ Fixx ExrixExantExaxlink 02 Exix ExixExaxiExam ix x ExrixExam Exaxlink

que hemos quitado la
porcion explicadeporX2

A medida que anadimos regresores a X2 hacemos dos
Cosas varianza deY no explicada

xox ExpxExitExax varianzaresidual deXt no explicade por Xz

Si armentamos indiscriminademente regresores es probable que la segunda terza termine
dominando y caulara errores estandar altos virpi Esto causara valores
t bajos y pvalues altos no significancia estadistica



5 Inferencia

Por simplicidad consideremos

Yi trips Kai'βz Ui Eiiiix
intones

Pethere's

Como ya determinamos anteriormente

β Xi MaY

EE
imax

Adema's hemos mostrado it signiente resultado

in p p N O V

Fiii Fini
Es decir

in pi pi J N O Vis I

Pora simplificer el algebra nor centraremon en el caso homoccedestico ECU Xi 0

En est Caso

Vor 82
Exam ExrixExitExaxestimator

Too 82

Ximaxi

donde I Mi xp

Noten ademes que t implica B N β Vas n if secpi
error estander

Por to tanto podemos planter el signiente intervalo de confianza at nivel 1 α

CI _α β 21 22 VI β 21 22 VI



Consideren et test

y g p pf
us'resubindie 0 para referiv at valortesteable

β Bro

donde rechazamos Ho si

pi e cir α

Esdecir la region critica es I complemento del CI 2 Este es equivalente a

rechazar si

Pro pi 21212 V1

o

pro Bi 21212 Vin

Esto puede re escribirse comoalgo que probablemente rewerden

Tn hippy 2 212

testadistico

que es lo que conocemot como twosided test porque si se cumple Hs el valor
del verdadero βa puede ser menor o mayor a pro

5 1 Test detamano α

Decimos que el test es lasinto'ticamente de tamano α a

P RechazarHo Ho esverdedero α

En este caso tenemos que

P RechazarHo Ho esverdedero Pf iii 2 at β Pro

Pl Iii man

Tomando limite tenemos

91 iii arak α



5 2 Pvalues

Rewerden que rechazamos si

titalistico

si in cae debajode 2 212NO
podemos rechazar

2ah th 2 as

a in cae enama de ar si
podemos rechazar

2212 2212 In

Asi Como comparanos In contra 20212 es EQUIVALENTE a

comparar ee area a la derecho de in con el area a la derecho

de 21212

Si el anca por encimede Tn
es mayor at area porencime
de Li212 no podemos rechazarT.EE

rSielancaporencimedeTn
es menor al area porencime
de Li212 no podemos rechazarAx

221 I.az In



De hecho podemos calculer estos mimeros Rechezamos si

Areaencimade Area encime de
Th Th

1 I Tn 1 I 20212 2 2 donde IC es el
CDFde NIO 1

Podemos multiplicar ambos lados por 2 s no afector la designaldad

2 1 in α

Tetenmero
le llamamos
p value

En otros palabra et pudue es una funcion del estadistico in asique
es un estadistico NI es la probabilided de que Ho es cienta

De aqui viene nuestra regla usual de rechazer con 2 0.05 si

p ual 0.05 0 equivalentemente Tn hippy 1.96

5 3 Poder Asintotico delTest

wando Ho as falsa queremol are nuestro test rechace correctamente A esto le
Mamamos poder estadistico

P rechazar Ho B Bro P β
in 20212

P Pity Pi Po
1him

21 212

If If 00
Entonces

110 P rechazar Ho B Brio 1

El test promote que con una nuestra grande siempre rechazarenos ti Hoesfalsa


